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NUMERISCHE INTEGRATIGN IM MATHEMATIKUNTERRICHT

Siegfried K. Grosser

Uber die Jahrzehnte hat die Numerische Integration in den Lehrpldnen und
Lehrbiichern der Gymnasien bzw. dér Hoheren Technischen Lehranstalten

- Vor allem aber in letzteren - einen gewissen bescheidenen Stellenwert
besessen, der von den dort verwendeten Recheninstrumenten unabhdngig
war. Wie weit sie im tatsdchlichen Unterrichtsgeschehen in Mathematik
yorkam, bzw. in welchem Ausmald sie - was winschenswert wire und immer
gewesen wdre - in die Methodik der Einfuhrung des Integralbegriffes
eingebunden wurde, das hing damals wie heute vom Kenntnisstand bzw.

von der einschldgigen Bereitschaft des Lehrers ab.

In den letzten 10 bis 15 Jahren ist allerdings der Mathematikunterricht
einem zundchst rein technisch bedingten VYerdnderungsdruck ausgesetzt
gewesen, dessen Intensitdt zunimmt und sehr bald - dies ist eine rein
persdnliche Voraussage, die sich aber auf die Meinung vieler stitzt -
ins Qualitative umschlagen dirfte, das heiBt, kurrikulare Konsequenzen
haben wird.

Die neuen technischen Parameter im Unterrichtsgeschehen sind natirlich
der Taschenrechner und der Xlein- bzw. Personalcomputer. Wihrend der
Taschenrechner allerdings eine rein numerische Funktion hatte und hat
(so daB er einfach die Wirkung von Logdrithmentafel und Rechenstab
potenzierte), kommeo dem PC Funktionen des symbalischen Rechnens, der
Termumforunng und Algebraisierung sowie der bildlichen Darstellung zu,
die so ziemlich alle Lehrstoffanordnungen und didaktischen Arrangements
des traditionellen Unterrichts in Frage stellen konnten. DaB dies noch
nicht geschehen ist, liegt am (glicklicherweise vorhandenen) Tragheits-
moment der Unterrichtsabldufe sowie am Fehlen geeigneter Software.

Gerade am Beispiel der Numerischen Integration 1Bt sich allerdings
die These begriinden, daB hier nicht nur ein riesiges Stérpotential vor-
liegt, sondern daB auch die Miglichkeit der Bereicherung und Vertiefung
der geltenden Unterrichtspraxis anhand des neuen Mediums besteht.
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§1. Ausgewahlte Methoden in neuer Sicht

wahrend die Trapez-Regel und Rechtecks-Regel auch fir den Anfanger
unmittelbar verstandlich sind, ist das Verstandnis fir die Herleitung
der Simpson -Regel, um das wichtigste Beispiel zu nennen, bel
Gymnasiasten im allgemeiren nicht vorhanden, weil der zugrundeliegende
Proze® der Approximation der Funktion durch Parabelsegmente algebraisch
nicht so leicht deduzierbar ist; allerdings kann das "fertige Produkt",
die Formel, dann doch auch ohne Schwierigkeit angewendet werden. Die
1dee, durch Verwendung von approximierenden Polynomfunktionen auf-
steigenden Grades immer Dbessere Resultate zu erhalten, stofit eben

schon bei niedrigem Grad auf “natirliche” Grenzen. Vergegenwdrtigen wir
uns aber zunichst einige Tatsachen, die bei der Gewinnung von einschldgigen
Approximationsverfahren in Rechnung gestellt werden mussen:

(1) Jede stetige Funktion f auf {a,b] ist Riemann -integrierbar

(2) Jede Funktion mit konvergenter Taylor-Reihe kann durch
Polynomfunktionen (Partialsummen) approximiert werden.

(3) GemaR dem Satz von Weierstrall kann sogar jede stetige Funktion
£ auf [a,b) durch Polynomfunktionen gleichmaBig approgimiert
werden; allerdings ist der fir die Approximation in (2) zu
durchlaufende Algorithmus leichter durchschaubar und weniger
komplex.

(4) Jede Polynomfunktion kann exakt integriert werden, aber bei
hohem Grad ist das Verfahren zeitraubend und aufwendig.

Aus den zitierten Griinden wahlt man also zum Zweck der Approximation
beim Integrieren Polynomfunktionen moglichst niedrigen Grades.

Eine bedeutende Erleichterung ergibt sich aber aus der Verwendung
einer alternativen Methcde, bei der grundsatzlich nur stickweise konstante
Funktionen, mit einer gewisser. Gewichtung versehen, yerwendet werden.
Zugleich scll nun in §2. demonstriert werden, daB die Verwendung dieser
4ethode auch in relativ einfachen Schritten zu einer Fehlerabschatzung
fihrt; letzteres Problem ist bekanntlich die wahre Achillesferse aller
Methoden der numerischen Integration (siehe z.B. [ 1,21).
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Aus Griinden der Einfachheit und Ubersichtlichkeit beschrdnken wir
uns bei der Diskussion auf die folgenden Methoden: (1) Trapez-Regel,
(I1) Rechteck-Regel, (III) Simpson -Regel (IV) GauB-Regel.

§2. Formeln und Sitze

Die vier zitieren Formeln samt Fehlerabschdtzung werden nun in zwei
Schritten - erst fiir das ganze Intervall, dann fir Partitionen - ent-
wickelt; die jeweils angewandte Gewichtung ist sowohl aus der Skizze
als auch aus der zugehorigen Formel ersichtlich

(1) TRAPEZ-REGEL

A

FL (F.La,b)): = 252 (f(a)+f(b))

TR

& b

(2) RECHTECK-REGEL

T Y

/’ a+b

FLRE (f,Ca,bl): = (b-a)f(—z—)




(3) SIMPSON-REGEL

4 \i

Flo (fia,ba): = 22 [f (a)+af (352)+f ()

« ot b

(4) GAUSS-REGEL

4 Y

FLa(f,ta,bl): = ?-g-‘“lt f(a)+3f(2—§'{’—-)+3f(%a"i 1 (b)?

A ry vy s ‘)‘
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BEMERKUNG GauB hat mehrere Integrationsformeln hergeleitet; die obige
Regel (4) bietet aber einen interessanten Vergleich mit der Simpson-Regel.
LiMi4- 4. Jede der Formeln (1)-(4) ist R-linear in f.

B¥ Ersetzt man f durch eine R-Linearkombination f1+ r.fz, wo r€ R, dann
zerféllt die rechte Selte fn die jeweils entsprechende Linearkombination .f
LEMMA 2 Sei J(f) der Grad der Polynomfunktion f. Fir die folgenden Werte
von 4(f) sind die Formeln (I)-(IV) exakt:

(1) Jif)lc 1, (2)4(f) <15 (3)4(f) < 3; (8) #(f) < 3

BW Wegen LEMMA 1 genugt es, den Beweis in jedem Fall fir die Polynom-

funktionen 1, x, x2, x3 zu fihren. Flr f(x): = x3 z.B. lautet der Beweis

im Fall (1V) unter Auslassung einfacher algebraischer Umf ormungen

a [:a3+ Z2a+b ) 3(a+2b 2 3J

FL x3.[a.b3):

GA (

, b
[a3 4 a%b+ ab® 4 D3J . b-e - T ¥x.
4 a

Ebenso einfach verlaufen die anderen Verifikationen. F
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er teilen nun das Intervall [a,b) in n Teilintervalle der Lange

Ax: = = (b a), wobei wir fiir n die Jeweils geeignete Teilbarkeit (durch
2 bzw. 3) postulieren.

SATZ A (1) FLTén)(f. (a,bl)= axl %(y5+y1)+%(y1+y2)+ veo 4 (yn_1+yn)]

n-1
i=1

n
(11) FL(Ré (f.0a,b1)= 62y 42y + ...o2y 4. 02y ]
7
(n 20 MOD2) =2 b2 o
N0 2i+1
(n) Ax
(I11) Flgp " '(filasbl)s 5 [{yo+ B #3p )+ lypthygtyy)eecnly, ovdy
A N4
2 2
(n=0 MOD2 - b-2
) n [(y°+yn)+4120y21+1 +2 21 yZi
(n) Ax
(Iv) Floa (f,la,bl)= T f(yo+3y1+3y2+y3)+(y3+3y4+3y5+y6)+....o

* ()’n-3*3yn—2"’?’yn-‘l“yn):|
n n
-1 -1
) ; 3
(n -‘-'0 MOD3) = -bsn—a { (y°+yn)+2 ) :

i1 Y 3

§3. FEHLERABSCHATZUNGEN

Wie schon oben angedeutet, ist eine einigermafen korrekte Fehlerabschatzung
die sehr wiinschenswerte Voraussetzung fir die Verwendbarkeit der numeriscren
Integration im Rahmen der Entwicklung des Integralbegriffs. Gerade diese
Fehlerabschdtzung bietet aber die vergleichsweise grofiten mathematischen
Schwierigkeiten. Wir erldutern deshalb zundchst zwel Hilfsresultate,
bevor wir mit Hilfe der Taylor-Formel eine solche Abschatzung vornhemen.
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LEMMA 3 (2. Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f stetig auf [a,blund sei g Riemann-integrierbar aug La,bl wobei

b
g2 0 oder g ¢ 0 gilt. Dann existiert c€(a,bl, so daB J f(x)g(x)dx=f(c)S g(x)dx.
a a

BW Sei m, das Minimum, m, das Maximum von f auf [ a,bl. Angenommen
g2 0, der Fall g < 0 wird analog bewiesen.
Aus mog(x) < f(x)g(x) g_mlg(x) folgt

b b b
me / g(x) dx </ f(x)g(x)dx g my S g(x)dx,
a . a a
b
J f(x)g(x)dx
so daB mg< a < m. Da f stetig ist,
b
S g(x) dx
a
b b
existiert also ein ¢ mit f(c) S g(x)dx = s f(x)g(x)dx.
a a

LEMMA 4 Sei f stetig auf (a,bl seien XqeoonXy beliebige Werte in [a,bl
und Mysesesny nicht-negative Zahlen. Dann existiert ein d€la,bl, so daB
k k

L n.f(X-) = f(d) ¥ n,
ji=1 V! izt U

BW Seien m, und m das Minimum bzw. Maximum von f auf {a,bl. Es gilt

Kk K K
me L ni‘= z n‘mo £ I
i=1 i=1 | i=1 i=1

also existiert ein d, wie behauptet.|

BEMERKUNG Der Sachverhalt, den LEMMA 4 beschreibt, ldft sich leicht so
formulieren: ein gewichtetes Mittel von f auf [a,b] ist immer ein Funktions-

wert,

Wir kénnen nun zundchst die einfaché, dann die allgemeine Fehleraoschdtzung

durchfuhren.
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LEMMA 5 Sei f auf einem offenen Intervall, das [a,bl enthdlt, 2-mal
bzw. 4-mal stetig differenzierbar und seien MZ bzw. M4 Schranken fur
|f"| bzw. If(w)l auf (a,bl. Dann gelten die folgenden Abschatzungen:

3/6

b
(1) 12 f(x)dx FLTR(f,(a,b])I < My(b-a)

«a)3/24

[7a)

b
(2) M f(x)dx - FLo (f,(a,b])]
a

Mz(b

1

£,la,b))| < My(b-3)°/720

in

b
(3) I-‘:3 f{x)dx - FLg(

M. (b-a)°/810

WA

b
(4) | f(x)dx FLGA(f,[a,b])]
a

4(b

BW Fiir (1) und (2) verwenden wir die Taylor-Formel
Fx) = Flxo) + F¥ed (oxg) + Tl2e) (o),

+
WO Xg:@= 353 und Xo < Xg < X Oder x < Xo < Xo -

(1) Wegen LEMMA 1 und LEMMA 2 gilt:

b i b f"(xl) 2 2
[y f - Flrp (f,La,b])| = |/ -—E;—i—- (x=-xo)" dx - FL RO—Tzrﬁ—) { a,bd)]
d d :

|

(tema 3) = Poriel Lix- ‘”b>31 L () (a- 321260 (6) (-
. v ZT? 0 T

(woa<a‘<9-£-tl, %9<b<b)
“(C) 3 n [ 2 " [ ) 2
=—— 2(b-a)” - { £"(a*)(a-b) +f" (b*)(b-a)" )
213:2 2: 21
3
(LEMMA 4) =1§f§%—— | 5 f"(c) - gl2f(d)]]
3 4
(b-a) o o M2 3
im (F ) +3 £ (A)]) < =g (b-a)° = £ (=)
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(2) analog zu (1)

Fur (3) und (4) verwenden wir die Taylor-fFormel

) " m (m
F(x) = Flxa) ¢ £43ed (xoxg) o el (iox )2 Dol xx )3 (x%0)*

Wegen LEMMA 1 und LEMMA 2 gilt

b ((1V) o
17 ) (exor - A (D) (xemg) Lasbl)
3 ‘ ]

b
1t - L (f,[a,b])|

(1v), . b |
(LEMMA 3) 1 S e 221 - e V) e o 2808V ) 520
a
(V) .
-] 90 pa)® - D2 CE @) (a0 (™M %) (0-2)* )
4152 4162 I
5
o (b-a) 1 (1Y) 1 (1V)
(LEMMA 4) ‘ = 4—'2r ' Sf (c) -6[2 f (d)]'
5
(b-a) (1V) (1V)
= ({3 f (c)] +5 |f (d)])
netss | e s il
5 M
(b-a) 4 5
< 8 M, = (b-a
412%5.3 4 =720 )

(4) analog zu Lgl.’

Im allgemeinen Fall wenden wir nun jede dieser Abschdtzungen auf jedes
Teilintervall[xi=1,x1] an, ersetzen aber die Schranken auf den Teilinter-
vallen jeweils durch MZ bzw. M,.

SATZ B Sei f auf einem offenen Intervall, das La,b] enthdlt, 2-mal bzw. 4-mal
stetig differenzierbar und seien M2 bzw. M, Schranken fir f" bzw. f(FV) auf
{a,bl. Dann gelten die folgenden Abschatzungen:

b
(D) 15 1(x) 0x - FU) (F.0a,01) | < My(b-a)3/6 0

(F,a,b)) | < M,(b-a)3/24n° (nZ0 MOD2)

b (n
(11) | f(x)dx - Flgg N
3




b (n) : 5 2
(111) |4 f(x)dx - FLgp” (FLa,td)| <My (b-2)°/720n (nZ0 H002)
a \
b (n) 5, . 2
(1v) |/ f(x)dx - FLGA (fla,b))| < My (b-a)~/810n (n=0 M003)
d
BW z.B.(IIl): Fir [xi_1,xi] gilt
-
r (n) | 5
Ix;l f(x)dx - FLSI (f [ xi—1’xij)| < M4(Ax) /720.
b n X : () n (n)
Da ff(x)dx = T S f(x)dx und FLo\" (f.(a,b]) = = FLoP(F,0x;_yuxg),
d i=1 Xi'i i=1 1-

folgt die Behauptung aus der Tatsache, daB ax = (b-a)/n und aus der Dreiecks-
ungleichung, fir den Absolutbetrag .
BEMERKUNG Bei Verwendung von Taylor Reihen ergeben sich zum Teil andere

Konstanten (siehe [11).

§4. BEISPIELE UND UNTERRICHTSVORSCHLAGE

Das Hauptproblem fir die Anwendung im Unterricht lautet: b

"“Wie kann fiir eine vorgegebene Funktion f auf (a,bl, der Wert von Jf(x)dx
a
mit einer vorgegebenen Genauigkeit approximiert werden?"

In symbolischer Form:

b (M) oo o
17 f(x)dx - FLYY (F,0a,b0)] < FE,
d

wo FE eine positive reelle Zahl ("Fehlerschranke") und n die Anzahl
der Intervalle ("Schrjttzahl") bedeutet? ( steht fir eines der Symbole
TR, RE, SI oder GA). Zu vorgegebenem FE ist also n so zu bestimmen, daB
die obige Ungleichung gilt.

Hinreichend dafir ist offensichtlich die Bedingung

FEHLER < FE,
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40 FEHLER fir die jewells rechte Seite der Abschatzungen im SATZ B
steht. In den 4 angesprochenen Fallen bedeutet das also:
3, 2 (0-a)°
(1) My(b-2)°/6n" < FE & n 2V "pp—

3,04 2 My(b-a)” -
(I1) Mz(b-a) /24n° < FE &» n 2 T FE (n=0 MOD2)

5 o0 4 e -2’

(1V) My(b-2)>/810n" < FE &> n A e (n=0 MOD3)

Daraus oder aus SATZ B direkt sieht man, daB (Il) bei gleicher Schrittzahl
doppelt so genau ist wie (1) und (IV) etwas genauer als (III).

Die wirkliche Schwierigkeit liegt in der Ermittlung von M2 bzw. M4.
Falls aber f" bzw. F(Iv)monoton ist (z.B wenn '™ > 0 oder f™ < 0 bzw.
f(v)_z 0 oder f(v) < 0), kann natirlich M2 bzw. M4 als f"(b) bzw. f(IV)(b)
oder f"(a) bzw. F(Iv)(a) gewdhlt werden. Dazu geben wir mehrere Beispiele.

X

BEISPIEL 1 (Logarithmentafel) Es ist lnx:= S Qti
B 1

3

Hier ist a:= 1, h:= x. Sei FE:= 0.00005

Anx (vierstellig!)
L X %
Bei Anwendung von (II1) muB man zunichst M4 ermitteln. Es ist (%)(V)z - ég < 0.
t
Also 1st (%)(IV) monoton fallend und My = (%) (IV)|t_1 = 4! = 24 zu wahlen.
24(x-1)° ) 24.9°
Dann gilt n >¥s . Fir x:= 10 ergibt sich n > -p— =79.21

Da n=0 MODZ2 gelten muB3, kann n = 80 gewahlt werden. Fir die Berechnung einer
Logarithmentafel ist diese Methode natirlich zu zeitaufwendig.
Fur x: = 100 und FE:= 0.01 ergibt sich n = 422,
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1 )2

BEISPIEL 2 Durch f(t): =1 e ist die Dichte der Standard-
normalverteilung definiert. Die (in Tabellenform angegebene) Normal-
verteilungsfunktion ist dann

X 0 X X
o(x):= S Ff(t)dt =J f(t)dt =+ d’f(t)dt = .5+ J f(t)dt, wo
- - 0

f monoton fallt, da t > 0. Wir berechnen ¢(x) mit Hilfe von (II). Der
Leser mige selbst verifizieren, daB hier M, = Vox e“s)'1 = 0.1780 gewahlt werden
kann. Sei FE:= 0.001, a:= 0, b:= 10. Dann muB n > 136.36,..., also n > 138
gewdhlt werden.

/7, \ -
BEISPIEL3 Die Zahl xkann als 8 J v1-t° dt definiert werden. Man
sieht nach kurzer Rechnung , daf 0 M2= ZJE'gewahlt werden kann. Sei
FE: = 0.001. Da a =0 und b = 142, istn 3J2—2§{g%UT o = 6.4549 ..
also n 2 8 zu wahlen, damit (II) anwendbar wird.

SCHLUSSBEMERKING:

Eine Abschdtzung der Schranken M2 bzw. M4 kann natiurlich auch mit

Hilfe der Methode der Numerischen Differentiation vorgenommen werden;
das wiirde allerdings den Einsatz anderer Methcden und eine disproportionale
Erhdhung der Rechenarbeit mit sich b;ingen.
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